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OPERADORES INTEGRALES Y SUS APLICACIONES AL
PROCESAMIENTO DIGITAL DE SENALES

DANIEL SALVADOR*

Resumen. El andlisis del kernel de un operador integral aumenta la precision y aceleracion del célculo
pues devela caracteristicas comunes a varios operadores, sugiriendo unificacion de métodos y reduccion de
recursos de procesamiento. Se estudian tres operadores: convolucion, transformacion rectopolar de Fourier y
transformacion wavelet. Sus aplicaciones a sefiales e imagenes incluyen regularizacion, deteccion de direc-
cién, compresion y procesamiento en bandas, de gran utilidad en imagenes médicas, satelitales y geofisicas.
Se busca la implementacion de estos algoritmos en sistemas digitales de procesamiento de sefiales.
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1. Introduccion. La representacion de una sefial en otros dominios es Util para
apreciar detalles ocultos en su dominio natural. Tal representacion es obtenida por apli-
cacion de un operador integral, el cual esta caracterizado por su kernel en el sentido de
Fredholm. La presente investigacién muestra que el andlisis del kernel favorece la opti-
mizacion del célculo en términos de precision y aceleracion, pues devela caracteristicas
comunes a varias transformaciones. Primero se destaca el aspecto de operador de una
transformacidn para obtener una expresion analitica adecuada para su estudio e imple-
mentacion. Luego se resalta lo comin a varias transformaciones para unificar métodos.
En sistemas digitales de procesamiento de sefiales, la unificacion permite expresar cada
mddulo como combinacion de operaciones eficientes, logrando reduccion de recursos y
aceleracion de procesamiento.

La seccion 2 presenta una introduccion general a los operadores integrales discretos.
Las secciones siguientes muestran tres aplicaciones. La seccion 3 presenta el operador de
convolucidén discreta. La seccion 4 detalla un método de deteccion de direccion con
transformacidn rectopolar de Fourier. La seccidén 5 muestra una aplicacion a imagenes de
la transformacion wavelet. Finalmente, las conclusiones aparecen en la seccion 6.

2. Operador Integral Discreto. Una ecuacidn integral de Fredholm de primera
especie es una ecuacion integral de la forma

p(x) = [K(x ) f ), &)

donde K(X,t) es el kernel de integracién y f(X), la funcién desconocida. En este con-
texto, un operador integral T representa el proceso de transformar f(x) en
o(X) = (Tf )(x) , representado por

(T)0) = KO y) f(y)dy . @

'Grupo de Procesamiento Digital de Sefiales e Imagenes, Seccion Electricidad y Electrénica. Maestria
en Matemadticas, Seccion Matematicas. Pontificia Universidad Catdlica del Pert, Av. Universitaria cdra. 18
S/N, San Miguel, Lima 32, Per, (511) 626 2000 ext. 4681 (salvador.cd@pucp.edu.pe).



La teoria de aproximacion permite expresar T como un sistema lineal de infinitas va-

riables, en efecto
(Au); =2 a,uy, 3)

kezZ
donde (uk) es una aproximacion de f y j e Z. De esta manera, el kernel de integra-

cion queda representado por una matriz infinita A de entradas a, . Siguiendo este

modelo, veamos ahora tres aplicaciones: convolucidn, transformacion de Fourier y trans-
formacién wavelet. En toda operacion se buscaré identificar el kernel para su estudio.

3. Convolucién. El operador de convolucion Q es u operador integral que asigna
un nimero a cada traslapo de dos funciones f y h segun

(QfF ) = [h(x=y) f (y)dy, @

donde identificamos el kernel como K(x,y)=h(x—-Yy).
La version discreta de este operador es

(Au)j = Zvj—kuk’ (5)

k=—c0

donde (uk) y (vk) son las aproximaciones de f y h respectivamente, y la matriz de
Toeplitz A, cuyas entradas son v, _, , representa el kernel. Como el nimero de muestras

de una sefial es mucho mayor que el de un filtro, conviene tomar (vk) como sefal y

(uk ) como filtro para evitar que la matriz A concentre sus elementos cerca de su diago-

nal, es decir, para reducir las multiplicaciones por cero. Ademas, para conservar el
tamafio de la sefial, conviene extender la sefial periédicamente y efectuar una convolu-
cion circular.

4. Transformacién Rectopolar de Fourier. La reticula rectopolar de la Figura
1b es una aproximacion de la reticula polar de la Figura 1a en los siguientes sentidos: se
conserva la direccion de los caminos de integracién que pasan por el origen, la razon
méaxima entre distancias entre caminos cerrados (circunferencias y cuadrados) es igual a

\/E, la raz6n maxima entre variaciones de angulos es menor o igual que 2, en ambas
reticulas la resolucién aumenta cerca al origen, y una representacion rectopolar se puede
obtener interpolando muestras a partir de una representacion cartesiana que contiene los
mismos caminos cuadrados. A continuacién veremos un método para calcular la trans-
formacién de Fourier en esta reticula rectopolar [1], [2] empleando la transformacién
fraccional de Fourier [3].

Primero definimos la transformacion de Fourier continua de una funcién

fe Ll(RN) por
f(&) = [ f(0e™ ™ dx. ©)



Trabajaremos con funciones discretas (vectores) de longitud n (donde n=2", p ente-
ro). Denotamos el K -ésimo elemento de un vector U por U, y centraremos los indices

de los vectores alrededor de cero, en efecto, k e {— n/2, n/2—1}. También defini-
mos la transformacion de Fourier discreta (DFT) por
n/2-1
Fu)o= Yue™"  k=-n/2,-n/2+1 n/2-1. @
j=-n/2
Ahora podemos calcular la DFT con 5nlog, n operaciones aritméticas usando la trans-

formacion rapida de Fourier (FFT) [4]. La transformacion fraccional de Fourier (FRFT)

queda definida por
n/2-1

Duetrn o k=-n/2,-n/2+1 n/2-1, ae[-11]. (g
j=-n/2
La sustitucion de Bluenstein [5] convierte la FRFT en una operacién de convolucion im-
plementada con tres FFT's, entonces puede ser calculada con 20nlog, n operaciones.
Para interpretar los resultados posteriores mencionaremos que La FRFT permite definir

el operador de interpolacion G =F "o F ,

n/2-1 21 27 0 k)
Zajkuk , ajy = Z e’ , 9)
k=-n/2 1=on/2

donde &; es el kernel. Este operador permite interpolar n muestras centrales de una

sefial tal como e muestra en la Figura 2.

Ahora definiremos la transformacion rectopolar de Fourier (RPFT). La idea es ver la
reticula rectopolar como una unién de dos subreticulas como en la Figura 3.
En D1, primero se efectla un relleno con ceros y se calcula la FFT en la direccion vy,

luego se calcula la FRFT en la direccion X con a = (— jl/n)decreciendo cerca del ori-
gen. La composicidn de todas las operaciones se denomina Z :

n/2-1 _in/ J/n n/2-1 —|—Jzk2
( J1 Jz z e ' Z u(klvkz) !
kr—n/z k,=—n/2 (ki ip) (10)

(jl, i,)el-n/2.n/2-1[-nn-1].
En D2 se efectGan las mismas operaciones que en D1 pero intercambiando X e Yy, con

o= (— jz/n) también decreciendo cerca al origen. La composicion de todas las opera-
ciones se denomina N :

n2-1 _j__ % l1kz n/2-1 —iz—”j K
n/ sz/n 2n 1t
(N h lz z € { Ze u(kvkz) !
(inrkz)

kZ:—n/Z ky=—n/2

(jl,Jz)e[—n,n—l]x[—n/Z,n/Z—ll-

La RPFT de u es la concatenacion de Zu y Nu.

(1)



En la Figura 4 aparece una imagen a) y su respectiva RPFT b). El rayo con inclina-
cién 20 grados da la maxima suma permitiendo detectar la direccion de la linea en la
imagen.

5. Transformacion Wavelet. La resolucién o escala es un parametro fundamen-
tal del procesamiento visual pues la diferenciacion entre variaciones de contorno y
variaciones de texturas depende de ella. La idea intuitiva de analisis multiresolucion pro-
viene de aproximar una sefial afladiendo sucesivamente detalles a una versién de baja
resolucion, es decir, refindndola sucesivamente. Una tarea en imagenes es obtener una
representacion que facilite la extraccion de sus detalles a diferentes resoluciones. EI ana-
lisis wavelet, formalizado sobre el concepto de analisis multiresolucion [6], aparece
como una herramienta natural para lograr esta tarea.

La Figura 5 ilustra esta idea para el caso de imagenes, en donde la idea de multireso-
lucion aparece de modo natural. Una escena f (X) situada a una distancia d del lente de

la cAmara, forma una imagen continua A, f (x) en el plano focal de la cAmara. Aqui A,
denota la operacién por la cual se obtiene una imagen a una resolucién de referencia

2° =1. Al alejarse la escena de la camara una distancia igual al doble de la inicial, la
escena es proyectada en un area igual a la cuarta parte de la imagen anterior, formando la

imagen A, f (X) que es una proyeccion de la escena a una resolucion 27
Formalmente, una aproximacion multiresolucion es una secuencia (V,);_, de subes-

pacios cerrados de LZ(R) con las siguientes propiedades:

V,cV,, VieZ, (12)
LV, esdensoen L2(R) y [V, =10}, (13)
j=—0 j=—0
f(x)eV, < f(2x)eV,, VjeZ, (14)
f(x)eV, = f(x-27'n)eV, VneZ, (15)
existe un isomorfismo I de V, en 1?(Z) que conmuta con la accién de Z . (16)

En la propiedad (16), la accién de Z sobre V, es la traslacion por enteros de funciones
de variable real, mientras que la accion de Z sobre 12(Z) es la traslacién usual de se-
cuencias de dominio discreto. Vj es el espacio vectorial de todas las posibles
aproximaciones de f (X) a la resolucién 2.

El operador A;: LZ(R)—>Vj que aproxima una funcién a la resolucién 2’ es una
proyeccion ortogonal en V;. Para su caracterizacion numérica debemos encontrar una
base ortonormal de V;. Tal base puede ser definida dilatando y trasladando una Unica
funcion @(x), llamada funcion escala. En efecto, la familia de funciones
(2"/2¢5(2"x—n))neZ es una base ortonormal de V;. La proyeccion ortogonal en V; se



puede calcular ahora descomponiendo la funcion f(x) en la base ortonormal menciona-
da. En efecto,

(A0 = Yo, 6@ x-n). & -@(fn=s2k2"m).

donde (aj) representa una aproximacion discreta de f (x) a la resolucion 2). Como los

ordenadores solo pueden procesar sefiales discretas, debemos trabajar con aproximacio-
nes discretas. Cada producto puede ser interpretado como un producto de convolucion

evaluado en un punto discreto 2/ n . Veremos ahora que una operacion de proyeccion es
un operador integral, pues podemos escribirlo de la siguiente manera

(A1) =2 [K@X2NTWdy, Ky = Ye-mdy-n), as)

n=-—ow

existe entonces una relacion lineal entre las aproximaciones a; y a;,, segin

- 1
aj,n = _Z_bnmaj+l,m ) bnm :E<¢(y/2)l¢(y+ 2n— m)> : (19)

Si definimos el filtro H con respuesta impulsiva h, =h =0.5(¢(y/2),¢(y +n)), el
operador de submuestreo (i 2): RY - RV?2 representado por la matriz con las filas pa-
res de la matriz identidad, y el operador de convolucion H: IZ(I N )—> IZ(I N+L_1)
representado por la matriz de diagonales constantes e iguales a los coeficientes del vector
h de longitud L. Entonces larelacionentre @; y a;,, se escribe
a,=(\ 2)Aa, ... (20)
Ahora veamos como calcular los detalles. Aplicando el teorema de proyeccién [7], se
demuestra que el detalle a la resolucion 2’ es la proyeccion ortogonal de la sefial origi-
nal en el complemento ortogonal de V; en V,,, . Sea W, el espacio de todos los posibles
detalles de f(x) a la resolucion 21, este complemento ortogonal. Para calcular la pro-
yeccion de f(x) en W; es necesaria una base ortonormal de W; . Igual que para V; tal
base es definida dilatando y trasladando una Gnica funcién y(x) . Se demuestra ademas
que las secuencias de funciones {2”21//(21 X — n)}neZ y {2"/21//(2j X — n)}(n’j)ezz son res-
pectivamete bases ortonormales de W; y LZ(R). En este contexto la funcion y(X) es
una wavelet ortogonal.
Sea D;: LZ(R)—>Wj el operador que calcula el detalle de una funcién f(x) a la reso-

lucién 27 . Este operador puede ser escrito

O, )0=Yd,w@x-n.,  d={FEpckn),. e



Podemos probar por induccion que para cualquier J >0, la sefial discreta original a,,
medida a la resolucion 1 esta representada por (a_J dg,d ., d_l).

Conviene  ahora  definir el  filtro G con  respuesta  impulsiva
d, =9, =0.5(w(y/2),¢(y+n)), de modo que la relacion anterior es ahora

d n— ngn—maj+l,m ! (22)
Mm=—c0

es decir, podemos calcular dj convolucionando &;,, con G Yy realizando una operacion

de submuestreo sobre este resultado. Ademas, empleando los operadores definidos para
la representacion de aproximacion, la relacion entre dj y @;,; queda determinada por la

d,=(2)ca,,. (23)

En la practica, a, es un vector de | ( N) de longitud N 'y los detalles d; son vectores

expresion matricial

de longitud 2'N también miembros de IZ(I ) La representacion wavelet ortogonal

2IN
de una sefial discreta a, puede por lo tanto ser calculada por descomposicion sucesiva
de a;,, en a; y dj para —J < j <-1. Este algoritmo se ilustra la Figura 6a.

La sefial discreta original también se reconstruye con un algoritmo piramidal. Como
W; es el complemento ortogonal de V; en V (2‘/2¢§(2J x—n), 22y (21 x - n))

j+L neZ

una base ortonormal de V.., , entonces la funcién 2/*'¢(2/*'x —n) puede ser descom-

j+1
puesta en esta base. Siguiendo el teorema de la aproximacion se obtiene una relacion

lineal entre las aproximaciones a las resoluciones sucesivas 2! y 21+

j+1n 2men jm+zzcmn jm (24)

donde los coeficientes b, y C., son los definidos en el proceso de descomposicion.
Esta relacion se puede escribir como el producto matricial

a,,=2(B"a, +C"d,),donde B" =[b,, ]y C" =[c,,]. (25)
Si usamos los filtros H y G con respuestas impulsivas h, :0.5<¢(y/2),¢(y—n)>,
9, =0.5(w(y/2),4#(y—n)) respectivamente, entonces escribimos

J+ln_22hn 2m Jm+22gn 2m j,m - (26)

m=—w m=—

Ademas, si B" = (T 2) yC' = (T 2) donde (T 2) es el operador de sobremuestreo

representado por la con las columnas pares de la matriz identidad, y H y G son opera-
dores de convolucién representados por matrices cuyas diagonales son constantes e
iguales a los coeficientes de h y g respectivamete, entonces la relacién entre a;ya,

gueda determinada en la siguiente expresién



a.=2H(t2) o(t2) Zj_ : (27)

Se observa que a. , se puede reconstruir haciendo una operacion de sobremuestreo o

j+1
insercion de ceros entre muestras sobre las sefiales discretas a; y dj , y convolucionan-

do las sefiales resultantes con los filtros H y G, respectivamente. La Figura 6b ilustra
este algoritmo.
Finalmente, la sefial discreta original a, a la resolucion 1 se reconstruye repitiendo

este procedimiento para —J < j <-1. A partir de la aproximacion discreta a,, pode-
mos recuperar la aproximacion continua A, f (x) calculando

A= a,d(x-n). 28)

N=—o00

El esquema de célculo de la Figura 6 no es el mas 6ptimo pues en el analisis hay pro-
ductos de convolucion que son descartados por la operacion de submuestreo, y en la
sintesis se realizan multiplicaciones por cero debido al sobremuestreo antes del filtro.
Una forma de superar este inconveniente es operar con las fases de cada filtro por sepa-
rado [8], [9]. La aplicacion sucesiva de M bloques de andlisis a las aproximaciones
resultantes es la transformacion Wavelet de M niveles. La aplicacion sucesiva de M blo-
gues de sintesis a las respectivas aproximacion y detalle es la transformacion Wavelet
Inversa de M niveles (Figura 8). Finalmente, la extension de este algoritmo a dos dimen-
siones es directa cuando se emplean funciones wavelet separables, entonces bastara con
aplicar la transformacion wavelet directa a todas las columnas y luego a las filas de este
resultado. La Figura 9 muestra una descomposicion wavelet de un nivel de una imagen.
En la esquina superior izquierda apreciamos la aproximacion y a su derecha el detalle
vertical; debajo, en el mismo orden, apreciamos los detalles horizontal y diagonal.

6. Conclusiones. El kernel de los operadores integrales tratados en este documen-
to presenta la caracteristica comun de linealidad y se pueden factorizar en
transformaciones de Fourier, permitiendo utilizar el algoritmo de la FFT. En sistemas
digitales de procesamiento de sefiales, con el fin de reducir los médulos a implementar y
acelerar el procesamiento, es Util expresar cada operacion en funcion de transformacio-
nes rapidas de Fourier (FFT). A veces es mas sencillo expresar primero tales operaciones
como convoluciones y luego usar la FFT. De esta manera el problema queda convertido
en el disefio del filtro adecuado. Estas son algunas de las razones por las cuales el célculo
de la FFT y el disefio de filtros son los pilares del procesamiento de sefiales. En futuros
trabajos se vera el acondicionamiento de estos algoritmos para tecnologia de ejecucién
SSE2 de la microarquitectura NetBurst del Pentium 4 y lenguajes de descripcion de
hardware para su implementacion en FPGA’s (matriz de compuertas digitales programa-
ble), con los respectivos analisis de error.
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Fic. 1. Reticula polar a) y reticula rectopolar b).
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FiG. 2. Accién del operador de interpolacién G con @@ = 0.25 a)y a = 0.5 b).
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FiG. 3. Reticulas rectopolar vista como unién de dos reticulas.
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Fic. 4. Deteccion de direccion con la transformacion Rectopolar de Fourier.
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f(x) f(x) f(x) DISCRETIZACION

J h L ] LA
) ‘ " U - A, f(X)
\\‘ A f(x)
f(x) . imagen continua, X=[X, X,]
} } } } } A f(X) : aproximacion de f(X) a la resolucion 2J
-22d -2d -d 0 Ff)(l)?:r;(l) a © caracterizacion discreta de A; f(x)

Fic. 5. Representacion de una imagen a diferentes resoluciones.

Fic. 7. Transformacion wavelet directa a) e inversa b) con filtros polifase.
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FiG. 8. Transformacion wavelet directa a) e inversa b) de 3 niveles.

Fic. 9. Representacion wavelet de una imagen.
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